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Özet: Elektromanyetik sınır değer problemlerinin sayısal modellerinde sonsuza uzanan uzay bölgesinin 
sonlandırılması için kullanılan yaklaşımlardan biri tamamen eşlenmiş katmanlardır. Tamamen eşlenmiş katmanlar, 
elektromanyetik dalgayı frekansından ve geliş yönünden bağımsız olarak hiç yansıtma olmaksızın emerek dış uzaya 
doğru olan ışımayı simüle ederler. Anizotropik ve/veya bianizotropik materyal parametreleriyle tamamen eşlenmiş 
katmanların modellenmesi mümkündür. Bu gösterime eşdeğer olarak, karmaşık koordinat dönüşümleri yardımıyla 
tamamen eşlenmiş katmanlar oluşturulabilir. Bu çalışmada, materyal ortam olarak tanımlanan tamamen eşlenmiş  
katmanlarda nedensellik ve karşılıklılık ilkelerinin sağlanabilmesi için gerekli olan koşullar tartışılmaktadır  
 
 
1. Giriş  
Zamana bağımlı veya zamana gore harmonik elektromanyetik ışıma ve saçılma problemleri, kısmi türevsel 
denklemler ve uygun seçilmiş başlangıç ve/veya sınır değerleri kullanılarak modellenirler. Cisim geometrisinin 
karmaşıklığı veya materyal özellik parametrelerinin  uzay koordinatlarına bağımlılığı durumunda, bu problemlerin 
analitik çözümlerinin elde edilmesi genellikle olanaksızdır. Bu zorluğu aşabilmek için çok sayıda sayısal tabanlı 
yaklaşık çözüm yöntemleri geliştirilmiştir. Kısmi türevsel denklemlerle modellenen problemlerin yaklaşık 
çözümlerinin elde edilebilmesi için kullanılan yaklasımlardan en önemlileri, sonlu elemanlar yöntemi ve zamana 
bağımlı sonlu farklar yöntemidir. Her iki yöntemde de uzay bölgesinin küçük alt-bölgelere ayrıştırılması ve 
bilinmeyen fonksiyonların yaklaşık ifadelerinin, sonlu sayıda bilinmeyen içerecek şekilde elde edilmesi 
gerekmektedir.   Elektromanyetik saçılma ve ışıma problemlerinde uzay bölgesi genel olarak sınırsızdır ve sayısal 
modellerde sınırsız bölgenin yapay olarak sınırlandırılması bir zorunluluktur. Bu işlemi gerçekleştirebilmek için 
kullanılan başlıca iki yaklaşım bulunmaktadır. Birinci yaklaşımda, uzay bölgesini yapay olarak sonlandıran yüzey 
üzerinde elektromanyetik dalgayı yaklaşık olarak yokeden emici sınır koşulları tanımlanır [1]. Emici sınır koşulları, 
ışıyan veya saçılan dalganın asimtotik davranışından türetildiği için, sınırın saçıcı cisim veya antenden yeterince 
uzakta tanımlanmasını gerektirir. Bunun sonucunda oldukça büyük bir çözüm bölgesinin kullanılması söz konusu 
olmaktadır. Buna bağlı olarak bilinmeyen sayısı artmakta ve sayısal çözüm yaklaşımlarında işlemci hızı ve bellek 
kapasitesi açısından sorunlar yaşanmaktadır. Emici sınır koşullarına alternatif olarak Berenger tarafından geliştirilen 
tamamen eşlenmiş katmanlar yaklaşımında, uzay bölgesi gelen elektromanyetik dalgayı frekansından ve geliş 
yönünden bağımsız olarak yansıtma olmaksızın emen materyal bir ortamla sonlandırılmaktadır [2]. Berenger’in 
geliştirdiği tamamen eşlenmiş katmanlarda, elektrik ve manyetik alanlar çeşitli bileşenlere ayrılmıştır ve 
elektromanyetik alanlar Maxwell denklemlerini sağlamamaktadır. Bu nedenle, Berenger’in çalışmasının ardından 
Maxwell denklemlerinin sağlandığı ve anizotropik ortamlar şeklinde modellenen tamamen eşlenmiş katmanlar 
ortaya atılmıştır [3,4]. Bu ortamlarda ε  ve µ  tensörleri, tamamen eşlenmiş katmanın özelliklerini gerçekleştirecek 
şekilde seçilirler. Tamamen eşlenmiş katmanların uygulamalarının ilk aşamalarında nedensellik ve karşılıklılık 
ilkeleri göz önüne alınmamıştır. Bu nedenle, düşük frekans uygulamalarında bazı zorluklarla karşılaşılmıştır [5] ve 
yanlışlıkla karşılıklılık ilkesini sağlamayan materyal ortamlar ortaya atılmıştır [6]. Bu çalışmada, nedensellik ilkesi 
gereğince materyal parametreleri Kramers-Kronig bağıntılarını sağlayan ve değişik gerçekleştirmeler çerçevesinde 
karşılıklılık ilkesini gerçekleyen tamamen eşlenmiş katmanlar kuramı geliştirilecektir.  
 
2. Tamamen Eşlenmiş Katmanların Materyal Ortamlarla Gerçekleştirilmesi 
Tamamen eşlenmiş katmanların material ortamlarla nasıl gerçekleştirildiğini görebilmek amacıyla bir TM model 

problemi incelenecektir. Boş uzay bölgesi Ω  ve tamamen eşlenmiş katman bölgesi  aşağıdaki ifadelerle 
tanımlansın: 
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Arayüz  Şekil 1. de gösterilmektedir. Γ BUΩ  bölgesinde  ile ifade edilen bir düzlem dalga 

varsayılmaktadır (Bu çalışmada zamana gore değişim
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Şekil 1.  
 
Tamamen eşlenmiş katman hipotezine göre bu düzlem dalga TEKΩ  bölgesine yansımasız olarak geçebilmeli ve 

x+  yönünde sönümlenmelidir. Bu nedenle, TEKΩ  bölgesinde  için aşağıdaki ifade varsayılabilir: )y,(xEz
 
    [ ])sin(cosexp)(),( yxjkxfyxEz θθ +−=    (4) 
Bu ifadede  fonksiyonunun aşağıdaki koşulları sağlaması gerekmektedir: )(xf
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2.  fonksiyonu  için monoton olarak azalmalıdır. )(xf 0>x

 
Örneğin, 0>α  olarak seçilen bir sabit için )cosexp()( xxf θα−=  yukarıdaki koşulları sağlamaktadır. Bu 
fonksiyonun seçiminin karşılıklılık ilkesi üzerindeki etkileri 4. Bölümde anlatılacaktır.   fonksiyonu (4) 

numaralı denkleme yerleştirildiği zaman,   alan bileşeninin aşağıdaki kısmi diferansiyel denklemi 
sağladığı görülebilir: 
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Bu denklemde 
jk

a α
+= 1  olarak tanımlanmıştır. Yukarıdaki denklemi sağlayacak şekilde tamamen eşlenmiş 

katmanlar anizotropik ve bianizotropik ortamlar şeklinde gerçekleştirilebilirler. 
 
Anizotropik tamamen eşlenmiş katmanlarda, alan bileşenleri [ ]HB

rr
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edilirler ve  tensörü şu şekilde tanımlanır: [ ]Λ
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Bianizotropik tamamen eşlenmiş katmanlarda ise HED
rrr

ξε +=  ve  HEB
rrr

µζ +=  alan ifadelerinden yola 

çıkarak ve (5) numaralı denklemi kullanarak I0εε =  ve I0µµ =  olarak seçilebilir. ξ  ve ζ  tensörlerinde ise 

 elemanları dışında kalanlar sıfırdır.  )/)(/1)(/( 2 xackyzzy ∂∂−== αζξ
 
3. Tamamen Eşlenmiş Katmanlarda Nedensellik İlkesi 
Anizotropik tamamen eşlenmiş katmanlarda ε  ve µ  tensörleri Kramers-Kronig bağıntılarını sağlamamaktadır. Bu 
nedenle   parametresi şu şekilde değiştirilmelidir: a
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Bu tanım kullanılarak, tamamen eşlenmiş katmanın düşük ve yüksek frekans davranışı kestirilebilir. Düşük 

frekanslarda ( 1<<αω ) β+≅ 1a  ve yüksek frekanslarda ( 1>>αω  ) 
αω
βja −≅ 1  asimtotik ifadeleri elde 

edilir. Tamamen eşlenmiş katmanların ilk uygulamalarında yüksek frekans ifadesi esas alınmıştır ve doğal olarak bu 
şekilde tanımlanan tamamen eşlenmiş katmanlar, düşük frekans uygulamalarında başarılı olamamıştır. (7) numaralı 
ifadenin temel alındığı durumlarda sonuçların daha başarılı olduğu literatürde bildirilmiştir [7].  
 
4. Tamamen Eşlenmiş Katmanlarda Karşılıklılık İlkesi 
Genel bir bianizotropik ortamda, karşılıklılık ilkesinin gerçeklenmesi için ortam parametreleri aşağıdaki koşulları 
sağlamalıdır: 
 

     TTT ζξµµεε −===    (8) 
(4) numaralı denklemdeki  fonksiyonunun  yukarıda tanımlanan şekilde seçilmesi sonucunda, anizotropik   ve 
bianizotropik tamamen eşlenmiş katmanların karşılıklılık ilkesini sağladığı gösterilebilir. Bianizotropik ortamların 
tensör parametrelerinde uzay türev operatörlerinin varlığı nedeniyle matrisler operator olarak yorumlanmalıdır. 

 fonksiyonunun keyfi olarak tanımlanması sonucunda karşılıklılık ilkesini sağlamayan tamamen uyumlu 
katmanlar literatürde mevcuttur [6]. 
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5. Sonuç 
Bu çalışmada, nedensellik ilkesi gereğince materyal parametreleri Kramers-Kronig bağıntılarını sağlayan ve 
anizotropik ve bianizotropik gerçekleştirmeler çerçevesinde karşılıklılık ilkesini gerçekleyen tamamen eşlenmiş 
katmanlar kuramı geliştirilmiştir.   
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