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Özet: Bu çalışma kapsamında, ideal bir dört yüzlü eleman kasıtlı olarak bozularak, söz konusu elemanın 
kalitesindeki değişim incelenecektir. Bu amaçla, literatürde dört yüzlü elemanların kalitesinin hesaplanmasına 
yönelik olarak tanımlanmış 10 adet kalite ölçütünün her birinin; farklı tip bozunumlara (distortion) karşı ne 
kadar duyarlı olduğu, hesaplama süreleri gibi değerler ölçülecek, bu değerler üzerinden söz konusu ölçütler 
arasında bir performans karşılaştırması yapılmıştır. Çalışma kapsamında incelenen tüm ölçütler için elde edilen 
bulgular, karşılaştırmalı olarak sunulmuştur.

1. Giriş 
Sonlu eleman yönteminde kullanılan ağ kalitesinin yüksek olması, elde edilen yaklaşık çözümün yüksek 
doğrulukta olmasında önemli bir faktördür. Dolayısıyla üretilen/kullanılacak olan ağın kalitesi, eleman şekli (iki 
boyutta üçgen, dörtgen, vb.; üç boyutta dört yüzlü, altı yüzlü, piramit, vb.) ve tipi (düğüm, kenar, facet ve hacim 
elemanları) her ne olursa olsun, bir takım ölçütler yardımı ile hesaplanmalıdır. Ağ kalitesi, ağı oluşturmakta olan 
elemanların kalitelerine bağlı bir fonksiyon olarak ifade edilebilir. Bu nedenle literatürde, farklı eleman şekilleri 
için söz konusu elemanın ideale ne kadar yakın olduğuna dair bir takım ölçütlerin tanımlandığı birçok çalışma 
bulunmaktadır. Sonlu elemanlar yöntemi ile çözülmek istenilen problemlerde en önemli hususlardan biri, 
problem ilgi alanı için belirli mertebedeki boyutlara sahip elemanlar kullanılarak uygun bir ağın oluşturulmasıdır 
(örneğin elektromanyetik saçılma ve ışıma problemlerinde, eleman kenarlarının yaklaşık olarak 0.1
mertebesinde olması tercih edilmektedir). 

Dört yüzlü eleman (tetrahedral eleman veya tetrahedron); bütün düğüm noktalarının ve kenarlarının eş özellikli 
olması ve herhangi bir şekildeki bir hacmin, tamamen dört yüzlü elemanlar ile kolaylıkla doldurulabilmesi gibi 
topolojik özellikleri nedeniyle literatürde en yaygın kullanımı olan bir eleman şeklidir. Ancak, oluşturulan bütün 
elemanların şekillerinin düzgün olması, mümkün değildir. Dolayısıyla, elde edilen ağın kalitesinin ölçülmesi, 
yaygın bir ihtiyaçtır. Bu nedenle, çeşitli araştırmacılar tarafından, dört yüzlü bir elemanın ideal (yani eşkenar 
veya düzgün) bir dört yüzlü elemana ne kadar benzediğine dair bir takım ölçütler tanımlanmıştır.

2. Kalite Ölçütleri
Bu çalışmada [1],[2],[3] ve [4]’deki kalite ölçütleri temel alınarak kullanılmıştır. Bu ölçütlerden birincisi, dört 
yüzlü elemanın en kısa ve en uzun kenar uzunlukları oranına dayanan kalite ölçütüdür [1].  Söz konusu ölçüt,
Denklem (1)’deki gibi düzenlenmiştir.
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Bu denklemdeki Lmax ve Lmin değerleri, dört yüzlü elemanın sırasıyla en uzun ve en kısa kenar uzunluklarıdır. Bu 
fonksiyonun değer kümesi 1 ile ∞ arasında olup, çalışmada kullanılmak üzere aralık 0 ile 1 arasına çekilmiştir.
Yüksek kaliteli bir eleman için fonksiyon 1’e yakın değerler almaktadır. Bu çalışmada diğer kalite ölçütü olarak 
[2]’de tanımlanmış olan ve Denklem (2)’deki gibi düzenlenen ölçüt kullanılmıştır. Bu denklemdeki Li dört yüzlü 
elemanın kenar uzunlukları, V ise hacmini ifade etmektedir. Bu fonksiyonun değer kümesi de 1 ile ∞ arasındadır.
Çalışmada kullanılmak üzere değer aralığı 0 ile 1 arasına çekilmiştir. Yüksek kaliteli bir eleman için bu 
fonksiyon 1’e yakın değerler almaktadır. Bu çalışmada kullanılacak diğer bir kalite ölçütü ise [3]’de tanımlanmış 
olan ve Denklem (3)’teki gibi düzenlenmiş kalite ölçütüdür. 
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Denklem (3)’te yer alan Li, Ai ve V sırasıyla elemanın kenar uzunlukları, yüzey alanları ve hacmidir. Bu 
fonksiyon da 1 ile ∞ arasında değer almakta olup, çalışmada kullanılmak üzere 0 ile 1 arasına çekilmiştir.
Yüksek kaliteli bir eleman için fonksiyon 1’e yakın değerler almaktadır. Çalışmamızda kullanılacak diğer kalite 
ölçütü ise [1]’de tanımlanan ve Denklem (4)’teki gibi düzenlenen kalite ölçütüdür.
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Bu denklemdeki R dört yüzlü elemanı çevreleyen kürenin yarıçapı, r ise elemanın içinde yer alan kürenin 
yarıçapıdır. Bu fonksiyonun değer kümesi 0 ile ∞ arasında olup, çalışmada kullanılmak üzere 0 ile 1 arasına 
çekilmiştir. Yüksek kaliteli bir eleman için bu fonksiyon 1’e yakın değerler almaktadır. Bu çalışmada diğer bir 
kalite ölçütü olarak [1]’de tanımlanan kalite ölçütü kullanılmıştır. Söz konusu kalite ölçütü Denklem (5)’deki 
gibi düzenlenmiştir.  
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Denklem (5)’deki Lmax elemanın kenar uzunluklarının en büyüğü, r ise elemanın içinde yer alan kürenin 
yarıçapıdır. Bu fonksiyon 1 ile ∞ arasında değer almakta olup, çalışmada değer kümesi 0 ile 1 arasına 
çekilmiştir. Yüksek kaliteli bir eleman için 1’e yakın değerler almaktadır. Diğer bir kalite ölçütü olarak ise 
Knupp tarafından tanımlanmış [1] kalite ölçütüdür. Kalite ölçütü Denklem (6)’daki gibi düzenlenmiştir.
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Bu denklemdeki T matrisleri bir dört yüzlü elemanın düğüm noktalarının koordinatlarından oluşmuş bir matris 
olup, Cdet ise T matrislerini oluşturan kenarların çarpımlarıdır. Bu fonksiyonun değer kümesi 0 ile 1 arasındadır. 
Yüksek kaliteli bir eleman için bu fonksiyon 1’e yakın değerler almaktadır. Bu çalışmada diğer kalite ölçütü 
olarak [1]’de tanımlanmış olan ve Denklem (2)’deki gibi düzenlenen ölçüt kullanılmıştır.
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Denklem (7)’deki J elemanın üç kenarının çarpımları (Jacobian) ve L değerleri ise elemanın ilgili kenarlarıdır.
Fonksiyon 1 ile ∞ arasında değer almakta olup, çalışmada değer aralığı 0 ile 1 arasına çekilmiştir.  Yüksek 
kaliteli bir eleman için fonksiyon 1’e yakın değerler almaktadır. Bu çalışmada kullanılacak olan diğer bir ölçüt 
[1]’de tanımlanmış ve Denklem (8)’deki gibi düzenlenmiştir.
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Denklem (8)’de yer alan R dört yüzlü elemanı çevreleyen kürenin yarıçapı, V ise elemanın hacmidir. Bu 
fonksiyon 1 ile ∞ arasında değer almakta olup, çalışmada değer kümesi 0 ile 1 arasına çekilmiştir.  Yüksek 
kaliteli bir eleman için fonksiyon 1’e yakın değerler almaktadır. Çalışmamızda kullandığımız diğer bir kalite 
ölçütü ise [1]’de tanımlanan ve Denklem (9)’daki şekli ile düzenlenmiş kalite ölçütüdür. 
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Buradaki J elemanın üç kenarının çarpımları (Jacobian) ve λmax ise elemanın her bir düğüm noktasına ait üç 
kenar uzunluklarının çarpımları ile J’nin maksimum olanıdır. Kalite ölçütü, 0 ile 1 arasında değerler almakta 
olup, yüksek kaliteli bir eleman için 1 değerini almaktadır. Çalışmada kullandığımız bir diğer kalite ölçütü [4]’te 
tanımlanan ve Denklem (10)’daki hali ile düzenlenen kalite ölçütüdür.
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3. Değişik Dört Yüzlü Elemanlar Üzerine Kalite Ölçütlerinin Uygulanması
Bu bölümde, ideal dört yüzlü eleman üzerindeki bazı köşelerin koordinatlarında değişiklikler yapılarak 
elemanın şekli bozulmuş; Bölüm 2’de belirtilen kalite ölçütlerinin bu bozulmalara bağlı olarak aldığı değerler 
gözlemlenmiştir. İlk olarak ideal dört yüzlü eleman üzerindeki x,y,z koordinat düzlemindeki, ( 2,0,0 )
koordinatlarının oluşturduğu köşe üzerindeki z-doğrultusundaki değer, p gibi bir değişken kullanılarak 
değiştirilmiş (Şekil 1(a)) ve Bölüm 2’de yer alan kalite ölçütlerinin, p değerine göre değişimleri Şekil 1(b)’deki 
gibi elde edilmiştir.

İkinci analizde, ideal dört yüzlü elemanın x,y,z koordinat düzlemindeki ( 0,3/21/2,  ) ve ( 0,3/21/2, )
koordinatlarının oluşturduğu köşeler üzerindeki y doğrultusundaki değerler p gibi bir değişken kullanılarak 
değiştirilmiş (Şekil-2(a)) ve Bölüm 2’de belirtilen kalite ölçütlerinin p’ye bağlı değişimleri elde edilmiştir 
(Şekil-2(b)).

Son analizde ise ideal dört yüzlü elemanın x,y,z koordinat düzlemindeki, ( 20,0, ) koordinatlarının oluşturduğu 
köşe üzerindeki x doğrultusundaki değer p1 gibi bir değişken ile y doğrultusundaki değeri ise p2 gibi bir değişken 
ile değiştirilerek; (Şekil-3) ve Bölüm 2’de belirtilen kalite ölçütlerinin p’ye bağlı olarak değişimleri 
hesaplanmıştır. Bu analizin detaylı sonuçlarına, yer kısıtı dolayısıyla bildiride yer verilememiştir.

  (a)                                                                                                       (b)

Şekil 1. Analiz 1 İçin (a) İdeal Dört Yüzlü Eleman Üzerindeki Değişim, (b) Değişime Bağlı Olarak Kalite 
Ölçütlerinin Değişimi



(a)                                                                                               (b)

Şekil 2. Analiz 2 İçin (a) İdeal Dört Yüzlü Eleman Üzerindeki Değişim, (b) Değişime Bağlı Olarak Kalite 
Ölçütlerinin Değişimi

4.Sonuç
Bu çalışma kapsamında 10 farklı kalite ölçütü ile üç farklı analiz yapılmıştır. Her bir analiz sonucunda 10 adet
kalite ölçütünün köşe koordinatlarında değiştirilen p değerlerine bağlı olarak sonuçları elde edilmiştir. 
Analizlerde dört yüzlü elemanda p değerinin sıfır olduğu durumlarda sadece f1 kalite ölçütünün sıfır değeri 
almadığı tespit edilmiştir. Üç analizin de sonuçlarına bakıldığında kalite ölçütleri arasında çok büyük farklılılar 
olmadığı görülmüştür. Sadece maksimum ve minimum kenar uzunluğuna bağlı olan f1 kalite ölçütünün çok 
başarılı olmadığı tespit edilmiştir. Gelecek çalışmalarda, ölçütlerin farklı bozulma tiplerine göre hassasiyetinin 
incelenmesi, söz konusu ölçütlerin karmaşıklık derecesi gibi özelliklerine göre de bir takım incelemeler 
yapılması hedeflenmektedir.

Daha önce tarafımızdan altı yüzlü eleman (hexahedral eleman veya hexahedron) kalite ölçütleri hakkında 
yapılmış benzer bir çalışmada [5], literatürdeki bütün altı yüzlü eleman ölçütlerini yanıltan en az bir adet 
bozunum (distortion) tipi olduğu gözlemlenmiştir. Dört yüzlü eleman kalite ölçütlerinin yanılma oranlarının 
daha düşük olmasının başlıca sebepleri, dört yüzlü elemanın topolojik olarak altı yüzlü elemana göre çok daha 
basit bir eleman türü olması, elemanın ters döndüğünde de halen topolojik olarak geçerli bir eleman olarak 
kalması, bu nedenle olası bozunum türlerinin sayısının az olması şeklinde özetlenebilir.
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