Dort Yiizlii Eleman Kalite Olgciitleri Uzerine Bir Inceleme ve Karsilastirma
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Ozet: Bu calisma kapsaminda, ideal bir dort yiizlii eleman kasith olarak bozularak, séz konusu elemanin
kalitesindeki degisim incelenecektir. Bu amagla, literatiirde dort yiizlii elemanlarin kalitesinin hesaplanmasina
yonelik olarak tamimlanmis 10 adet kalite élgiitiintin her birinin, farkll tip bozunumlara (distortion) karsi ne
kadar duyarli oldugu, hesaplama siireleri gibi degerler dlgiilecek, bu degerler iizerinden soz konusu élgiitler
arasinda bir performans karsilagtirmasi yapumistir. Calisma kapsaminda incelenen tiim élgiitler i¢in elde edilen
bulgular, karsilastirmal olarak sunulmustur.

1. Giris

Sonlu eleman yonteminde kullanilan ag kalitesinin yiiksek olmasi, elde edilen yaklagik ¢oziimiin yiiksek
dogrulukta olmasinda 6nemli bir faktordiir. Dolayisiyla iiretilen/kullanilacak olan agin kalitesi, eleman sekli (iki
boyutta iiggen, dortgen, vb.; li¢ boyutta dort yiizlii, alt1 yiizlii, piramit, vb.) ve tipi (digiim, kenar, facet ve hacim
elemanlar1) her ne olursa olsun, bir takim 6lgiitler yardimi ile hesaplanmalidir. Ag kalitesi, ag1 olusturmakta olan
elemanlarin kalitelerine bagli bir fonksiyon olarak ifade edilebilir. Bu nedenle literatiirde, farkli eleman sekilleri
icin s6z konusu elemanin ideale ne kadar yakin olduguna dair bir takim 6lgiitlerin tanimlandig1 birgok galisma
bulunmaktadir. Sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziilmek istenilen problemlerde en onemli hususlardan biri,
problem ilgi alani igin belirli mertebedeki boyutlara sahip elemanlar kullanilarak uygun bir agin olusturulmasidir
(6rnegin elektromanyetik sagilma ve 1sima problemlerinde, eleman kenarlarinin yaklasik olarak 0.14
mertebesinde olmast tercih edilmektedir).

Dért yiizlii eleman (tetrahedral eleman veya tetrahedron); biitliin diigiim noktalarinin ve kenarlarinin es 6zellikli
olmasi ve herhangi bir sekildeki bir hacmin, tamamen dort yiizlii elemanlar ile kolaylikla doldurulabilmesi gibi
topolojik 6zellikleri nedeniyle literatiirde en yaygin kullanimi olan bir eleman seklidir. Ancak, olusturulan biitiin
elemanlarin sekillerinin diizglin olmasi, miimkiin degildir. Dolayisiyla, elde edilen agin kalitesinin 6lgiilmesi,
yaygin bir ihtiyagtir. Bu nedenle, ¢esitli aragtirmacilar tarafindan, dort yiizlii bir elemanin ideal (yani eskenar
veya diizgilin) bir dort yiizlii elemana ne kadar benzedigine dair bir takim 6lgiitler tanimlanmustir.

2. Kalite Olciitleri

Bu ¢alismada [1],[2],[3] ve [4]’deki kalite Olgiitleri temel alinarak kullanilmistir. Bu 6lgiitlerden birincisi, dort
yiizlii elemanin en kisa ve en uzun kenar uzunluklari oranina dayanan kalite Slgiitlidiir [1]. S6z konusu 6lgiit,
Denklem (1)’deki gibi diizenlenmistir.
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Bu denklemdeki L, ve L,,;, degerleri, dort yiizlii elemanin sirasiyla en uzun ve en kisa kenar uzunluklaridir. Bu
fonksiyonun deger kiimesi 1 ile oo arasinda olup, calismada kullanilmak {izere aralik 0 ile 1 arasina ¢ekilmistir.
Yiiksek kaliteli bir eleman i¢in fonksiyon 1’e yakin degerler almaktadir. Bu caligmada diger kalite dlgiitii olarak
[2]’de tanimlanmig olan ve Denklem (2)’deki gibi diizenlenen &lgiit kullanilmistir. Bu denklemdeki Z; dort yiizlii
elemanin kenar uzunluklari, V ise hacmini ifade etmektedir. Bu fonksiyonun deger kiimesi de 1 ile c arasindadir.
Calismada kullanilmak {izere deger araligi O ile 1 arasmna ¢ekilmistir. Yiiksek kaliteli bir eleman igin bu
fonksiyon 1’e yakin degerler almaktadir. Bu ¢alismada kullanilacak diger bir kalite 6lgiitii ise [3]’de tanimlanmis
olan ve Denklem (3)’teki gibi diizenlenmis kalite dl¢iitiidiir.
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Denklem (3)’te yer alan L, 4; ve V sirasiyla elemanin kenar uzunluklari, yiizey alanlari ve hacmidir. Bu
fonksiyon da 1 ile o arasinda deger almakta olup, ¢alismada kullanilmak iizere O ile 1 arasina c¢ekilmistir.
Yiiksek kaliteli bir eleman icin fonksiyon 1’e yakin degerler almaktadir. Calismamizda kullanilacak diger kalite
olgiitii ise [1]’de tanimlanan ve Denklem (4)’teki gibi diizenlenen kalite 6lgiitiidiir.
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Bu denklemdeki R dort yiizlii elemani g¢evreleyen kiirenin yarigapi, » ise elemanin iginde yer alan kiirenin
yarigapidir. Bu fonksiyonun deger kiimesi 0 ile oo arasinda olup, ¢alismada kullanilmak iizere O ile 1 arasina
¢ekilmistir. Yiiksek kaliteli bir eleman i¢in bu fonksiyon 1’e yakin degerler almaktadir. Bu caligmada diger bir
kalite ol¢iitii olarak [1]’de tanimlanan kalite Ol¢iitii kullanilmistir. S6z konusu kalite 6lgiitii Denklem (5)’deki
gibi diizenlenmistir.
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Denklem (5)’deki L, elemanmn kenar uzunluklarmin en biiyligli, » ise elemanin i¢inde yer alan kiirenin
yarigapidir. Bu fonksiyon 1 ile o arasinda deger almakta olup, calismada deger kiimesi 0 ile 1 arasina
¢ekilmistir. Yiiksek kaliteli bir eleman igin 1’e yakin degerler almaktadir. Diger bir kalite Ol¢iitii olarak ise
Knupp tarafindan tanimlanmis [1] kalite olgiitiidiir. Kalite 6l¢iitii Denklem (6)’daki gibi diizenlenmistir.
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Bu denklemdeki 7 matrisleri bir dort yiizli elemanin diigiim noktalarinin koordinatlarindan olusmus bir matris
olup, C,; ise T matrislerini olusturan kenarlarin ¢arpimlaridir. Bu fonksiyonun deger kiimesi 0 ile 1 arasindadir.
Yiiksek kaliteli bir eleman i¢in bu fonksiyon 1’e yakin degerler almaktadir. Bu ¢alismada diger kalite 6lgiitii
olarak [1]’de tanimlanmis olan ve Denklem (2)’deki gibi diizenlenen 6lg¢iit kullanilmigtir.
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Denklem (7)’deki J elemanin {i¢ kenarinin g¢arpimlari (Jacobian) ve L degerleri ise elemanin ilgili kenarlaridir.
Fonksiyon 1 ile oo arasinda deger almakta olup, ¢alismada deger aralig1 O ile 1 arasina c¢ekilmistir. Yiiksek
kaliteli bir eleman icin fonksiyon 1’e yakin degerler almaktadir. Bu ¢alismada kullanilacak olan diger bir 6lgiit
[1]°de tamimlanmis ve Denklem (8)’deki gibi diizenlenmistir.
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Denklem (8)’de yer alan R dort yiizlii eleman1 gevreleyen kiirenin yarigapi, V ise elemanin hacmidir. Bu
fonksiyon 1 ile co arasinda deger almakta olup, ¢alismada deger kiimesi O ile 1 arasma cekilmistir. Yiiksek
kaliteli bir eleman i¢in fonksiyon 1’e yakin degerler almaktadir. Calismamizda kullandigimiz diger bir kalite
olgiitii ise [1]’de tanimlanan ve Denklem (9)’daki sekli ile diizenlenmis kalite dl¢iitiidiir.

V2
A

max

1o ©)

Buradaki J elemanin ii¢ kenarinin ¢arpimlart (Jacobian) ve Ay, ise elemanin her bir diigiim noktasina ait iig
kenar uzunluklarinin ¢arpimlari ile J’nin maksimum olamidir. Kalite 6lgiitii, O ile 1 arasinda degerler almakta
olup, yiiksek kaliteli bir eleman i¢in 1 degerini almaktadir. Calismada kullandigimiz bir diger kalite 6lgiitii [4]’te
tanimlanan ve Denklem (10)’daki hali ile diizenlenen kalite 6l¢iitiidiir.
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3. Degisik Dort Yiizlii Elemanlar Uzerine Kalite Olgiitlerinin Uygulanmasi

Bu boliimde, ideal dort yiizli eleman iizerindeki bazi koselerin koordinatlarinda degisiklikler yapilarak
elemanin sekli bozulmus; Boliim 2’de belirtilen kalite 6l¢iitlerinin bu bozulmalara bagli olarak aldigi degerler
gozlemlenmistir. Ilk olarak ideal dort yiizlii eleman iizerindeki x.,y,z koordinat diizlemindeki, (0,0,+/2 )
koordinatlarinin olusturdugu kdose iizerindeki z-dogrultusundaki deger, p gibi bir degisken kullanilarak
degistirilmis (Sekil 1(a)) ve Boliim 2’de yer alan kalite 6lgiitlerinin, p degerine gore degisimleri Sekil 1(b)’deki
gibi elde edilmistir.

Ikinci analizde, ideal dort yiizlii elemanm x,y,z koordinat diizlemindeki (- 1/2, —/322.0) ve (=12, +/3/2,0)
koordinatlarinin olusturdugu koseler iizerindeki y dogrultusundaki degerler p gibi bir degisken kullanilarak
degistirilmis (Sekil-2(a)) ve Boliim 2’de belirtilen kalite OSlgiitlerinin p’ye bagh degisimleri elde edilmistir
(Sekil-2(b)).

Son analizde ise ideal dort yiizli elemanin x,y,z koordinat diizlemindeki, (0,0, /2 ) koordinatlarinin olusturdugu
kose tizerindeki x dogrultusundaki deger p; gibi bir degisken ile y dogrultusundaki degeri ise p, gibi bir degisken
ile degistirilerek; (Sekil-3) ve Bolim 2’de belirtilen kalite Olgiitlerinin p’ye bagli olarak degisimleri
hesaplanmigtir. Bu analizin detayli sonuglarina, yer kisit1 dolayisiyla bildiride yer verilememistir.

(0,0,p)
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Sekil 1. Analiz 1 I¢in (a) ideal Dért Yiizli Eleman Uzerindeki Degisim, (b) Degisime Bagli Olarak Kalite
Olgiitlerinin Degigimi
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Sekil 2. Analiz 2 i¢in (a) 1deal Dért Yiizlii Eleman Uzerindeki Degisim, (b) Degisime Bagl Olarak Kalite
Olgiitlerinin Degisimi

4.Sonuc¢

Bu calisma kapsaminda 10 farkli kalite 6lgiitii ile ¢ farkli analiz yapilmigtir. Her bir analiz sonucunda 10 adet
kalite oOlgiitiiniin kose koordinatlarinda degistirilen p degerlerine bagli olarak sonuglari elde edilmistir.
Analizlerde dort yiizlii elemanda p degerinin sifir oldugu durumlarda sadece f; kalite Olgiitiiniin sifir degeri
almadig tespit edilmistir. Ug analizin de sonuglarina bakildiginda kalite 6lgiitleri arasinda ¢ok biiyiik farklililar
olmadig1 goriilmistiir. Sadece maksimum ve minimum kenar uzunluguna bagli olan f; kalite Glgiitiiniin ¢ok
basarili olmadigi tespit edilmistir. Gelecek ¢aligmalarda, dlgiitlerin farkli bozulma tiplerine gore hassasiyetinin
incelenmesi, s6z konusu Olgiitlerin karmagiklik derecesi gibi 6zelliklerine gore de bir takim incelemeler
yapilmasi hedeflenmektedir.

Daha once tarafimizdan alti yiizli eleman (hexahedral eleman veya hexahedron) kalite Olgiitleri hakkinda
yapilmis benzer bir ¢alismada [5], literatiirdeki biitiin alti yiizlii eleman Olgiitlerini yaniltan en az bir adet
bozunum (distortion) tipi oldugu goézlemlenmistir. Dort yiizlii eleman kalite olgiitlerinin yanilma oranlarinin
daha diisiikk olmasinin baglica sebepleri, dort yiizlii elemanin topolojik olarak alt1 yiizlii elemana gore ¢ok daha
basit bir eleman tiirii olmasi, elemanin ters dondiigiinde de halen topolojik olarak gegerli bir eleman olarak
kalmasi, bu nedenle olast bozunum tiirlerinin sayisinin az olmasi seklinde 6zetlenebilir.
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